1 Quantenmechanik

1.1 Grundlagen der Mechanik

In der klassischen Mechanik betrachtet man die Gréen
Zeit t, Lange = (oder im dreidimensionalen Z) und Masse
m als gegeben. Man geht davon aus, dafl Zeit und Raum
beliebig unterteilbar sind, daf} sie also kontinuierlich sind.
Deswegen kann man die Zeit mit den reellen Zahlen R
beschreiben. Den Ort eines Teilchens, von dem man in
den theoretischen Uberlegungen annimmt, es habe keine
rdumliche Ausdehnung, kann man nun zu allen Zeitpunk-
ten angeben und erhéhlt so eine Ort-Zeit-Funktion #(¢) fiir
das Teilchen. Da sich der Ort nicht sprunghaft &ndert und
die Zeit durch die reelen Zahlen beschrieben wird, kann
man nun die Ableitung der Funktion #(¢) nach der Zeit
betrachten. Sie ist ein MaB fiir die Stérke der Anderung
des Ortes in einem bestimmten Moment. Dies bezeichnet
man in der Leibnizschen Schreibweise! als

dx

dt’
Die Ableitung der Ort-Zeit-Funktion nach der Zeit nennt
man die Geschwindigkeit

dx
v(t) := —
i) =,
die Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit wird als
Beschleunigung bezeichnet

_dv d?z

AuBlerdem definiert man den Impuls als das Produkt aus
Geschwindigkeit und Masse eines Teilchens.

P = mdu.

Nach dem Tragheitssatz bewegen sich Korper, die eine
Masse besitzen, mit konstanter Geschwindigkeit auf einer
geraden Bahn, solange, bis eine Kraft auf sie einwirkt und
ihre Bahn oder Geschwindigkeit dndert. Es ist eines der
wichtigsten Gesetze der Physik, das zweite Newtonsche
Gesetz, das besagt: Eine Kraft ist das Produkt aus Masse
und Beschleunigung

—

K = mad.

Dies bedeutet, die Masse ist die Eigenschaft, die sich
einer Anderung des Bewegungszustandes (Anderung der
Geschwindigkeit bzw. der Bewegungsrichtung) widersetzt.
Die Einheit der Kraft ist das Newton [N=kg m/s?]. Auf
eine 100g-Tafel Schokolade wirkt am Erdboden eine Kraft
von ca. 1N. Beispiele fiir Krifte sind die Erdanziehung, die
Anziehung oder Abstofung elektrisch geladener Korper.
Die Energie ist das Produkt aus Kraft und Weg, iiber
den die Kraft wirkt. Genauer: Auf einen 10kg schweren
Koffer wirkt am Erdboden eine Kraft von 981 Newton.
Hebe ich diesen Koffer um einen Meter an, so habe ich ei-
ne Arbeit von 981 Joule [J=Nm]| verrichtet. Wenn ich aber
den Koffer einen Meter nach rechts verschiebe, habe ich
keine Arbeit geleistet, da ich nicht gegen die Schwerkraft

gearbeitet habe. Wenn die Kraft vom Ort abhéngt, muf}
man zur Berechnung der Energie ein Integral verwenden.
Dies bedeutet, man nimmt ganz kleine Wegstiicke do auf
denen man sich die Kraft als konstant denkt, dann multi-
pliziert man diese Wegstiicke mit der dortigen Kraft und
summiert die vielen kleinen Energien auf zur Gesamtener-
gie

E = /K’(f)df.

Es gibt viele verschiedene Energieformen: Eine Energie-
form ist die Lageenergie, meist als potentielle Energie be-
zeichnet. Ein Korper, der auf einem hohen Berg liegt
hat diese Energie. Sie berechnet sich in der Nihe des
Erdbodens als Produkt aus der Erdbeschleunigung g =
9,81m/s?, der Hohe h und der Masse des Korpers m zu

Eyor = mgh.

Wenn man ihn vom Berg wirft, dann verliert er die La-
geenergie und seine Geschwindigkeit nimmt zu. Dies ent-
spricht einer anderen Energieform, der kinetischen Energie

mv?  p?

2 2m’
mit der Geschwindigkeit v und dem Impuls p.
Umgekehrt fithrt eine Energiedifferenz zu einer Kraft:
WEeil die potentielle Energie eines Balles auf einer schie-
fen Ebene weiter oben grofier ist als ein kleines Stiickchen
weiter unter resultiert eine Kraft, die den Ball nach unten
zieht. Mathematisch exakt driickt man dies dadurch aus,
dafl man Kraft und Energie durch eine Ableitung verbin-
det

Ekin =

_dE
dz’

1.2 Differentialgleichungen

Weil man den Ort, die Geschwindigkeit und andere Eigen-
schaften von Teilchen als Funktionen der Zeit definiert,
ist es nun Ziel, Zusammenhiinge zwischen diesen Grofien
zu finden. Zum Beispiel kann man angeben, wie grofl die
Anziehungskraft zwischen zwei Massen in einem bestimm-
ten Abstand oder die elektrische Kraft ist. Wenn man die
Krifte kennt, mochte man gerne berechnen, wie die Be-
wegungen der Teilchen oder Korper unter diesen Kréften
aussehen. Ein einfaches Beispiel ist eine Feder.

Man weif}, dafl eine Feder eine Masse mit der Kraft
K = —kx in Richtung Ruhelage zieht, wenn sich die Mas-
se in der Entfernung x von dieser Ruhelage befindet. Nach
Newtons Gesetz fiir die Kraft heifit das

d2z(t)
de?

Das liefert einen Zusammenhang zwischen der Beschleu-
nigung und dem Ort, beide als Funktionen der Zeit. Da
aber die Beschleunigung auch die zweite Ableitung des
Ortes nach der Zeit ist, konnen die beiden nicht v6llig un-
abhéingig sein. Eine Beziehung wie hier, die die Ableitun-
gen einer Grofle mit anderen Gréflen oder anderen, nied-
rigeren Ableitungen verkniipft, heif3t eine Differentialglei-
chung. Viele wichtigen Beziehungen in der Physik bestehen
aus solchen Gleichungen. Ziel ist es dann, eine Funktion

= —ka(t).

d

'In der Schule schreibt man meist f’(z) fiir die Ableitung von f(z) nach z, die wir als 4f hezeichnen werden.
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(hier x(t)) zu finden, die so beschaffen ist, dafi die Glei-
chung gilt. Dafiir gibt es einige Tricks, aber es ist oft gar
nicht moéglich, eine Lésung zu finden. Manchmal braucht
man auch einfach Gliick, um die richtige Lésung zu erra-
ten. Hat man aber die Losung, so kann man leicht feststel-
len, ob diese richtig ist, denn Ableiten ist viel einfacher als
das Losen von Differentialgleichungen.

Die Losung fiir die Gleichung hier ist einfach eine
Sinus- oder Kosinusfunktion

z(t) = Asin(\/zt).

Die Amplitude A, das bedeutet die maximale Auslenkung
der Masse, ist in dieser Losung jedoch noch nicht enthal-
ten. Wenn man nur die Differentialgleichung kennt, geniigt
dies also doch nicht fiir die ganze Losung. Hier kann man
jedes A wéhlen. Erst wenn man noch zu einem Zeitpunkt
den Ort und die Geschwindigkeit der Masse an der Feder
kennt, kann man A ausrechnen und damit die Bewegung
der Masse fiir alle Zukunft vorher sagen. Dies ist ein wich-
tiges Konzept der klassischen Physik: Bei Kenntnis eines
Anfangszustandes und aller Kréfte ist man grundsétzlich
in der Lage, das System fiir alle Zeiten korrekt zu be-
schreiben. Mathematisch mag dies schwierig sein, aber die
Bewegungen sind alle vorherbestimmt, sie sind determini-
stisch. Wenn die ganze Natur so beschaffen wire, stiinde
die Zukunft heute schon fest. Der franzosische Mathema-
tiker Pierre-Simon de Laplace hat sich ein Wesen ausge-
dacht, daf} intelligent genug sein sollte, die ganze Welt in
allen Einzelheiten zu erfassen und dann mit den Geset-
zen der Mechanik die Zukunft fiir alle Zeit vorherzusagen.
Nach ihm nennt man solch ein iibermenschliches Wesen
einen Laplaceschen Ddmon.

1.3 Zweizustandssysteme

In der klassischen Mechanik macht man die Annahme, dafl
sich Mefigroflen prinzipiell beliebig genau messen lassen.
Tatséchlich greift der Melvorgang immer auch in das zu
messende System ein. Man stellt sich aber vor, dafl diese
Storung gerade so klein ist, dal die Messung nicht mehr
beeinflu8t wird. Ein Teilchen ist an einem bestimmten Ort.
Um diesen zu messen, mufl man das System eventuell et-
was storen. Das dndert aber nichts an der Tatsache, dafl
das Teilchen einen genau bestimmten Ort hat, den man
mit ausreichender Sorgfalt so genau bestimmen kann, wie
man es wiinscht.

1.3.1 Stern-Gerlach-Versuch

Diese Vorstellungen der klassischen Mechanik fithrten zu
Schwierigkeiten mit Experimenten, die in den letzten Jah-
ren des 19. Jahrhunderts und den ersten Jahren des 20.
Jahrhunderts gemacht wurden. Einige werden Euch viel-
leicht bekannt sein. Hier werden wir einen Versuch der
Frankfurter Physiker Otto Stern und Walter Gerlach aus
dem Jahre 1922 diskutieren, der besonders deutlich werden

1a8t, wieso die Quantenmechanik einige Fragen aufwirft,
die in der klassischen Physik als unbedeutend erschienen.

Viele Elementarteilchen besitzen neben ihrer Ladung
eine weitere Eigenschaft. Diese macht sich bemerkbar,
wenn sich die Teilchen durch ein Magnetfeld bewegen.
Wihrend sie sich ohne Magnetfeld auf einer geraden Bahn
bewegen (,, Teilchenstrahl®), fithrt das Magnetfeld zu einer
Ablenkung der Teilchen. Die Teilchen besitzen also eine Ei-
genschaft, die sie mit dem magnetischen Feld wechselwir-
ken 148t. Man sagt, die Teilchen besitzen ein magnetisches
Moment. Dieses kann verursacht werden durch sich bewe-
gende elektrische Ladungen. Wie man aus anderen Expe-
rimenten folgert, drehen oder bewegen sich in Elementar-
teilchen jedoch keine Ladungen. Vielmehr verhalten sich
viele Elementarteilchen in magnetischen Feldern einfach
so, als gibe es eine sich drehende elektrische Ladung in
ihrem Inneren, die das magnetische Moment verursacht,
sich aber sonst nicht bemerkbar macht. Diese Eigenschaft
wird auch Spin genannt. Das magnetische Moment /i, das
verantwortlich ist fiir eine Wechselwirkung mit einem Ma-
gnetfeld, ist proportional zum Spin S

o S.

Der Spin wird als ein Vektor definiert. Das liegt daran, daf3
eine Drehung nicht allein durch eine Zahl beschrieben wer-
den kann: Schon fiir die Drehfrequenz benétigt man eine
Zahl. Man muf} aber auch angeben, um welche Drehachse
die Drehung laufen soll. Der Vektor zu einer Drehung zeigt
in die Richtung der Drehachse, seine Lénge entspricht der
Drehgeschwindigkeit. Da sich der Spin genauso wie eine
Drehung duflert, definiert man ihn analog als Vektor.
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Silber inhomogenes Magnetfeld

Abbildung 1: Stern-Gerlach-Versuch. Die Silberatome wer-
den von einem inhomogenen Magnetfeld (hier in y-
Richtung) abgelenkt. Auf dem Schirm finden wir zwei
Komponenten.

Wenn man einen Strahl von Silberatomen? durch ein
inhomogenes Magnetfeld B schie3t, so kann man die Ato-
me hinter dem Magnetfeld auf einem Schirm auftreffen
lassen. Man nimmt an, daf§ das Magnetfeld nur in der z-
Koordinate, welche senkrecht zur Strahlrichtung steht, in-
homogen ist. Dann gilt

d il

—B,=—B,=0

de™"  dy Y

Das inhomogene Magnetfeld B iibt in z-Richtung eine
Kraft auf ein magnetisches Moment [ aus

d = d
F, = —(iB) :/LZ£

B,.
dz

2Eigentlich betrachtet man im Versuch nur den Spin eines Elektrons. Allerdings ist das Elektron nicht elektrisch neutral, weswegen
sich seine Bewegung in einem Magnetfeld schwierig berechnen und messen 148t. Ein Silberatom (Ordungszahl 47) hat in der 5s-Schale ein
ungerades Elektron, das im wesentlichen fiir die Wechselwirkung von Silberatomen mit einem inhomogenen Magnetfeld verantwortlich ist.
Das Atom ist aber elektrisch neutral. So wurde der Versuch in den zwanziger Jahren durchgefiihrt. Deswegen wird im folgenden vom ,,Spin

des Silberatoms“ gesprochen.



Da der Spin des Atoms keine Raumrichtung auszeich-
net oder bevorzugt, wiirde man erwarten, dal er sich
zufillig auf alle Richtungen verteilt. Fiir die Ablenkung
der Silberatome ist die z-Komponente des Spins verant-
wortlich, die dann kontinuierliche Werte zwischen —|f]
und || aufweisen wiirde. Auf dem Schirm sollte ein dif-
fuser Fleck zu sehen sein. Tatséchlich sieht man auf dem
Schirm zwei deutlich voneinander getrennte Komponen-
ten, man sprach damals von ,Raumquantisierung”. Wenn
also keine anderen Effekte zur Ablenkung beitragen als der
Spin des 47. Elektrons, so kann der Spin S in z-Richtung
nur zwei verschiedene Werte annehmen. Diese sollen mit
S.+ und S, — bezeichnet werden. Die zwei moglichen Wer-
te des Spins koénnen als Vielfache des sogenannten Wir-
kungsquantums ausgedriickt werden:

h= B 1,0546 x 10734 Js.
2
Dabei ist h das Plancksche Wirkungsquantum, 7 ist eine
Grundeinheit des Drehimpulses.

Vor dem Versuch wurde willkiirlich festgelegt, in wel-
che Richtung die z-Achse orientiert sein soll. Das Ergebnis
des Versuchs ist von dieser Wahl freilich vollig unabhéngig.
Hétte man das Magnetfeld B anders ausgerichtet und da-
durch eine andere Richtung relativ zum Strahl ausgewé&hlt,
z. B. die z-Achse, so hiitte man ebenfalls genau zwei Kom-
ponenten des Strahls, ndmlich S,+ und S,—, erhalten.

1.3.2 Sequentielle Stern-Gerlach-Versuche

Das iiberraschende Ergebnis, daf eine bestimmte Kompo-
nente eines Vektors nur zwei Werte annehmen kann, berei-
tet der Vorstellungskraft bereits einige Probleme. Die vol-
le Kompliziertheit dieser Tatsache kommt allerdings erst
zum Tragen, wenn man nacheinander die Vektorkompo-
nenten in verschiedenen Richtungen mifit.

[ B< OBy L
N ~ !

Abbildung 2: Sequentieller Stern-Gerlach-Versuch. Mes-
sung des Spins in y-Richtung, dann in z-Richtung und
wieder in y-Richtung.

Zu Beginn mifit die Komponenten eines Strahls von
Silberatomen in z-Richtung. Den Teil des Strahls, der den
Spin S, — besitzt, blendet man aus. Der Teil, der den Spin
S.+ besitzt, wird durch ein weiteres Magnetfeld B ge-
schickt, das ebenfalls nur in z-Richtung inhomogen ist.
Auf dem Schirm hinter diesem Magnetfeld sieht man nun
nur eine Komponente, ndmlich die S, +-Komponente. Da
die iibrigen Atome ausgeblendet wurden, ist dies genau
das, was man erwartet hétte.

Wenn man nun in z-Richtung mifit, die S,—-
Komponente ausblendet, und anschliefend die y-
Komponente bestimmt, die senkrecht auf die Strahlrich-
tung und auf die z-Richtung stehe, so findet man auf
dem Schirm zwei gleichstarke Komponenten, die den Ori-
entierungen S,+ und Sy— entsprechen. Dies ist nicht

verwunderlich, da ja in der S,+-Komponente beide Ori-
entierungen enthalten sein koénnen und dies offensichtlich
mit der gleichen Wahrscheinlichkeit.

In einem weiteren Versuch geht man vor wie vorhin:
Man mifit in z-Richtung und blendet S,— aus, vermifit
den Rest anschliefend in y-Richtung. Nun blendet man da-
von Sy,— aus. Der verbleibende Strahl wird erneut in ein
Magnetfeld geleitet, welches in z-Richtung orientiert ist.
Da man bereits die S, —-Komponente ausgeblendet hatte,
wiirde man nun erwarten, nur eine S,+-Komponente zu
finden. Es werden im Experiment aber beide Komponen-
ten in gleicher Stirke beobachtet!

Dies bedeutet: Die Messung in der y-Richtung hat die
Kenntnis, die wir zuvor hatten (nur S,+ ist im Strahl),
zerstort. Dies ist keine Folge einer schlechten Messung son-
dern ein typisch quantenmechanisches Phénomen.

1.4 Mathematisches Theorie der Quan-
tenmechanik

Axiom 1 Reine Zustinde der Quantenmechanik werden
durch Vektoren der Linge eins im Hilbertraum H beschrie-
ben.

Man schreibt die Vektoren in der sogenannten Bra-Ket-
Schreibweise (von englisch bracket) |a) auf. Da es nach
dem Riezschen Darstellungssatz zu jedem |a) € H eine Li-
nearform gibt, die man durch das Skalarprodukt erhilt,
fithren wir eine Schreibweise ein, die das Skalarprodukt
und die Linearformen verbindet. Ein Skalarprodukt der
Vektoren |a) und |b) wird durch

{alb)

ausgedriickt. Will man die zu |a) gehorige Linearform be-
zeichnen, so schreibt man (a|.

Das Axiom besagt anschaulich, dafl ein System,
daB zwei oder mehr verschiedene Zustéinde einnehmen
kann auch durch beliebige Linearkombinationen dieser
Zustinde beschrieben werden kann. Solche Uberlagerun-
gen von Zusténden heilen Superpositionen und daher wird
Axiom 1 auch Superpostitionsprinzip genannt.

Axiom 2 Observable werden durch
Operatoren, z.B. A : ' H — H beschrieben.

selbstadjungierte

Axiom 3 Die mdglichen Meflergebnisse einer Observa-
blen sind die Eigenwerte des Operators. Sei |a) eine Eigen-
vektor zum Operator A mit Ala) = ala) (man bezeichnet
einfach den Vektor durch seinen Eigenwert). Die Wahr-
scheinlichkeit, an einem System im Zustand 1) den Wert
a zu messen ist gegeben durch den Ausdruck

Py(a) = [{aly)[*.

Das Axiom sorgt dafiir, dafl eine Messung von A am Zu-
stand |a) mit Sicherheit den MeBwert a liefern wird. Wei-
terhin weil man nun, wie man den Erwartungswert eines
Operators bezogen auf ein System im Zustand |¢)) berech-
nen kann. Er ist definiert als

(A) = Z P(a)a,



wobei die Summe iiber alle moglichen Eigenwerte lduft.
Nun ist

(A) = > alv)|*a
> (Wla)alaly)
(WA |a)(aly)

= (Y|Af[p).

Per definitionem sind die so gefundenen Erwartungswerte
immer reelle Zahlen, da ja die Eigenwerte a real sind und
die Wahrscheinlichkeiten P(a) ebenfalls.

Axiom 4 Die zeitliche Anderung einer Observablen wird
beschrieben durch den Zeitenwicklungsoperator

U, = exp(—iHt/h).

Dabei ist H der Hamiltonoperator, welcher der Observa-
blen Energie entspricht. h ist eine Kurzschreibweise fiir
das Plancksche Wirkungsquantum geteilt durch 2w, wie
oben bereits eingefiihrt.3

Der Hamiltonoperator ist die Summe der kinetischen
Energie und der potentiellen Energie. Andere Energiefo-
men sind darauf zuriickzufiihren. Er sieht fiir ein freies
Teilchen (also ein einziges Teilchen ohne potentielle Ener-
gie) mit Impulsoperator P und Masse m folgendermaflen
aus
P2
- 2m’

Wenn man dies mit dem Ausdruck fiir die kinetische Ener-
gie aus der klassischen Mechanik E = p?/2m vergleicht,
so fallt auf, dal nur der Impuls durch den Impulsoperator
ersetzt werden mufl. Diese Analogie zwischen klassischer
und Quantenmechanik kann man noch weiter fortfiihren
und ist darin begriindet, dal die klassische Mechanik ein
Grenzfall der Quantenmechanik darstellt. Man fordert,
die Quantenmechanik miisse die klassische Mechanik als
Grenzfall enthalten. Diese Forderung an die Quantenme-
chanik, die deswegen erhoben wird, weil die klassische Me-
chanik {iber weite Strecken eine sehr gute Beschreibung
der Beobachtungen ermdglicht, wird als Korrespondenz-
prinzip bezeichnet.

Eine weitere Anmerkung ist hier angebracht: Die Zeit
wird in der Quantenmechanik nicht als Observable ein-
gefithrt. Das bedeutet, dafl ihr, obwohl sie mefibar ist, kein
Operator zugeordnet ist. Sie wird wie ein Parameter be-
handelt, der auflerhalb der Theorie steht. Dies ist ein wich-
tiger Unterschied zwischen der Quantenmechanik und der
Relativitatstheorie und eine der Ursachen, weswegen die
beiden Theorien nicht zusammenpassen.

3Die Exponentialfunktion hat die Eigenschaft

o0 x>
e = —.
2T
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Es sollen nun die Axiome n#her erldutert werden, in
dem das Stern-Gerlach-Experiment eingehender unter-
sucht und mit quantenmechanischen Mitteln beschrieben
wird.

Das System ist ein sogenanntes Zweizustandssystem.
Der Spin kann zu einer vorgegebenen Richtung (z. B. die z-
Achse) nur zwei Werte annehmen, ndmlich S,+ und S, —.
Das bedeutet, der hier benotigte Hilbertraum ist ein zwei-
dimensionaler Vektorraum. Man wihlt als Basis die zwei
Vektoren |S,;+) und |S,; —). Der einfachste Operator im
zugehorigen Hilbertraum H ist der Einsoperator

1= 1) =SS+ S-S

Da man weif}, da} die zugehorige Observable S, die Fi-
genvektoren |S,;+) und |S,; —) mit den Eigenwerten h/2
und —#/2 besitzt und der Operator in dieser Notation dia-
gonal mit den Eigenwerten auf der Diagonalen ist, findet
man

ho(1
SZ_2<0

Es gelten dann die folgenden Eigenwertbeziehungen

&WWH:ZG ﬂ)@)=§@>:9&wy
und
136 Q-4

Die physikalische Bedeutung dieser Beziehungen ist fol-
gende: Der Operator S, steht fiir die Melung des Spins in
z-Richtung. Ist das System im Zustand |S;+), und mifit
man den Spin in z-Richtung, so wendet man S, auf den
Zustand an. Man erhilt den Eigenwert i/2 als MeBergeb-
nis, der Zustand bleibt |S.; +). Dies driickt die Gleichung

) = Busesr S+ = 1825235251

S.|S:;

h
S.|S.:+) = §|Sz; +)

aus: Die Anwendung des Operators S, auf den Zustand
|S2; +) (,die Messung des Spins in z-Richtung®) ist gleich
(,ergibt“) den selben Zustand mit dem Eigenwert (,MeB-
wert“) h/2.

Man kann in unserem Hilbertraum weitere Operatoren
definieren. Folgende Definitionen werden betrachtet

0 1
S+ _h<0 0) —h|Szv+><Sza_‘

und

0 0
S_ = h(l O) - h‘527_><‘s’z,+|'

k

Dies ist auch die Definition fiir die Exponentialfunktion von Operatoren, die man bekanntlich mit sich selbst multiplizieren kann

eA=

I

k=0



Die Wirkung der beiden Operatoren ist folgende

S+S:34) = RIS +)(Sx =[Sk +) =0
S+|Sza > = h|Sza+><S |527 >—h|5za+>
S_|S:;4) = hlS >(SZ7+|SZ7+>—ﬁ|5za—>
S_|S:;-) A S; =) (Sz;+]S: —) =

Dies bedeutet, dafl der Operator S, den Spin von -1 auf
+1 erhoht, wenn dies moglich ist, anderenfalls ergibt seine
Anwendung Null. Umgekehrt verringert der Operator S_
den Spin falls moglich. Die beiden Operatoren sind, wie
man an ihrer Matrixdarstellung sehen kann, nicht selbst-
adjungiert. Das bedeutet umgekehrt, daf} sie keinen Mef3-
prozefl widerspiegeln.

Nun geht man von Axiom 3 aus, um die Eigenwerte der
Messungen in y-Richtung (S,) und in z-Richtung (S,) zu
konstruieren. Wir erinnern uns, dafl in einem Strahl, aus
dem alle Atome des Typs |S.; —) ausgeblendet wurden, je
mit Wahrscheinlichkeit einhalb |S,; +) und |S,; —) beob-
achtet wurde. Mathematisch bedeutet dies

1
[(Sys 185 0D = [(Sys =192 +)I° = 5
Analog gilt aus Symmetriegriinden
1
[(Sy; +1S5; )% = |(Sy; =S5 —)|? = 3
Damit gilt
1 .
|Sy; +) = |SZ;+> + =S, ).

Der Parameter §; ist an dieser Stelle beliebig. Da |Sy; —)
orthogonal auf |Sy;+) stehen muf, folgt
1 1 .
Sy =) = —= ISz +) — —=e1[S5 ).
[Sys =) \/§| ) 7 525 =)
Aus der Anforderung, da8 S, diagonal in der Darstellung
|Sy; £) sein muB, erhilt man
S, =

150540y = 195 =08 )
h

= 5(6_151|Sz;+><52;_| _6151|Sz;_><52;+|)

_h 0 e 01
T 9\ —¢i 0 /-

Der Operator ist, wie es die Axiome fordern, selbstadjun-
giert. In voller Analogie kann man nun die z-Richtung
behandeln

1 1
ASE
Es ist wegen der Forderung, daf§ die |S,; +) auf die |S,; +)

senkrecht stehen miissen, und wegen der Wahrschein-
lichkeit 1/2, die wechselseitigen Komponenten zu finden,

|S0; £) = e%2]S.; —).

d1 — 09 = +m/2. Man wihlt §; = —7/2, d2 = 0. Der Ope-
rator ist gegeben durch
h
S, = §(|Sz;+><sz;_|+|Sz;_><Sz§+D
_ ko1
- 2\1 0
h (0 —i
S = 3 (i o) '

Die Matrizen

0 1 (0 -\ /10
9=\1 0)> %= \i o) 227 \o -1

heiflen Pauli-Matrizen. Durch sie kann ein Zweizustand-
system wie der Spin vollstindig beschrieben werden. Man
kann aus den Pauli-Matrizen noch einen weiteren wichti-

gen Operator konstruieren:
B (10
4 \0 1/°

Dieser gibt das Quadrat des Gesamtspins an, der hier im-
mer erhalten ist.

S?=82+82+8%=

1.6 Drehungen im Spinraum*

Man kann auch Operatoren einfithren, die Drehungen des
Spins beschreiben. Solche Operatoren drehen den Spinzu-
stand in eine andere Raumrichtung. Der einer ¥-Drehung
um die z-Achse entsprechende Operator ist

Dz(ﬁ) — e—iﬁSz/h _ e—ii?o'z/Q.

Der Operator bewirkt folgendes

D, (9)[S, +) -lﬁS/ﬁ}<|sz,+>+1\sz,—>>

% (7721823 +) +ie”%]5.;-) ) .

Wir gehen einige Fille durch:

1. ¥ = 47: Es édndert sich durch die Drehung nichts

Dy (9)[Sy, +) = [Sy, +)-

2. ¥ = 2m: Es dndert sich durch nur das Vorzeichen

Dy(ﬂ)|5yv+> = _‘Sya +).
3. ¥ = m: Es dndert sich durch die Drehung die Orien-
tierung und ein Faktor i taucht auf.

D, (9)|Sy, +) = =i[Sy, =)

4. ¥ = 7/2: Es dndert sich neben dem Vorfaktor der
y-Spinvektor zu einem z-Spinvektor.

D, (9)[Sy, +) = e~ ™/*|S,, —).

Dieses Verhalten ist sonderbar: Normalerweise er-
wartet man bei einer Drehung um 27 keine Verénde-
rungen, das gilt fiir diesen Spin aber erst nach zwei-
maliger Drehung (47). Deswegen spricht man vom
Spin 1/2, der sich dadurch ausdriickt, da§ die Ei-
genwerte zu den Operatoren S; nicht +A, sondern
+h/2 sind. Es gibt aber auch Objekte mit Spin 1,
sie nach einer Drehung von 27 wieder so aussehen
(d. h. im sleben Zustand sind), wie vor der Drehung.
Ein Spin 2 bedeutet, daf} ein entsprechendes Objekt
schon nach einer Drehung um 7 wieder so aussieht
wie vor der Drehung, es ist also drehungssymme-
trisch.



Es soll noch die Wahrscheinlichkeit berechnet werden,
daf ein Eigenzustand ein bestimmtes Meflergebnis in einer
beliebigen anderen Richtung liefert. Sei |¢) ein Eigenvek-
tor zum Operator, den man durch Drehung um ¢ um die
z-Achse aus dem Operator S, erhilt, mit Eigenwert —

[6) = 97125, ).

Die Wahrscheinlichkeit, daf man an einem solchen Zu-
stand den Eigenwert + in der z-Richtung mift, ist nach
unseren Axiomen gegeben durch

. 2
’<Sx’+‘efn90'z/2|sx7_>‘ _
1 —ivo /2 2
= 5 [(Sa eI (1524 — 155 -))|
1 —i i 2
= [0S+ RS ) - (S, 1255 )|
_ i‘e—iﬂ/Q_’_eiﬂ/Z‘Z

U
2

= |sin

1.7 Unschirferelation

Zuerst halten wir fest, daf} fiir einen Operator, fiir den gilt
C = —C' der Ausdruck

(WICl) = (W|(Cl¥) = [((WICH[¥)]* = —(¥[Clv)*

eine rein imagindre Zahl sein mu$.
Sei A ein selbstadjungierter Operator. Dann ist auch
der Operator
Ay:=A-(A)

selbstadjungiert. Man berechnet den Erwartungswert sei-
nes Quadrates zu

(A%) = (A —2A(A) + (A)?) = (A?) — (A)%

Der Ausdruck (A?%) gibt uns Aufschluf} iiber die mittlere
Ungenauigkeit, mit der die Messung der Observablen A
behaftet ist. Manchmal spricht man auch von Unschdrfe.
Man kann aus den Axiomen, die der Quantenmechanik
zugrunde liegen, fundamentale Eigenschaften dieser Grofie
ableiten. Die Auswirkungen solcher Ungenauigkeiten wur-
de schon bei den Stern-Gerlach-Versuchen beobachtet, als
es nicht gelungen ist, gleichzeitig die Spinkomponente in
z-Richtung und einer beliebigen anderen Richtung exakt
zu bestimmen.

Man setzt nun in die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
[(v|w)]? < (v]v)(w|w) die Vektoren A 4]p) und Aglt) ein
und erhalt

[(AaAE) <

Man schreiben nun

(AZNAD).

1 1
A Ap = §[AA§ Al + Q(AAAB + ApAy)

Die zweite grole Klammer ist ein selbstadjungierter Ope-
rator, also einer, dessen Erwartungswert reell ist. Die erste
Klammer ist

—[Aa;AB]T = (ApAA)T — (AsAR)T
AL AL — ALAT,
= [AA;AB].

Deswegen ist der Erwartungswert dieser Klammer génz-
lich imaginér. Also gilt

1 1
(AsAp) = §<[AA§ Agl) + §<AAAB + ApAy).
Dabei ist der erste Term der rechten Seite rein imaginér,

der zweite Term rein reell. Deswegen kann man termweise
den Betrag nehmen und quadrieren.

1 1
(Aaldp)? = J[([Aas ApDP + 1 (Aadp + ApAa)l*.

Da beide Terme grofler als Null sind, kann man in die obige
Ungleichung einsetzen:

AL AP <

<AAAB + ABAA>‘2
(AZ)(AR).

IN

(1)
Auflerdem ist
[AA; AB] = [A, B]

Damit kann man schreiben
1
1\<[A;B]>|2 < (A%)(A%).

Diese Beziehung heiflt Heisenbergsche Unschdrferelation.
Sie besagt, daff man die Groflen A und B je nur so ge-
nau bestimmen kann, dafl das Produkt der Ungenauigkeit
grofer ist, als der Erwartungswert des Kommutators ge-
teilt durch 4. Dieses Ergebnis ist unabhéngig vom Zustand
|1}, iiber den keine Annahmen gemacht wurde.

Wenn der Kommutator zweier Operatoren gleich Null
ist, so gibt die Unschérferelation keine Beschrankung einer
moglichen Messung. Die Operatoren S, und S? vertau-
schen zum Beispiel, wihrend [S;;S,] = —?SZ, also nicht
gleichzeitig genau bestimmbar sind.

1.8 Verschrinkte Zustinde

Wenn wir zwei Spinsysteme (A und B) gleichzeitig be-
trachten, so konnen wir diese iiblicherweise als getrenn-
te bzw. trennbare Systeme auffassen, man sagt auch, die
Systeme seien separabel. Das Gesamtsystem driicken wir
durch ein Produkt von Spins aus

l1)g = ) ale) -

Dies bedeutet, der Zustand des Gesamtsystems (gekenn-
zeichnet durch den Zusatz g) ist gegeben durch die
Zusténde der beiden Teilsysteme A und B, eben |¢) und
|©). So gibt es zum Beispiel folgende Zusténde

let)g = [H)alt)s
le2)g = [+)al-)B
les)g = [=)alt)m
les)g = [=)al-)B

Wendet man nun das Superpositionsprinzip (Axiom 1)
an auf das gesamte System beschrieben durch die beiden



Komponenten A und B, so findet man, daf} jede Kombina-
tion der vier Vektoren |e;), wieder ein moglicher Zustand
des Gesamtsystems sein kann, z. B.

€9 = —=(leady  lea)s)

V2
= (a5 = [)al)s).

7
Dieser Zustand ist in keiner Basis darstellbar als das Pro-
dukt? zweier Einzelzustéinde der Systeme A und B, was fiir
die meisten Kombinationen gilt. Also sind A und B nicht
mehr separabel, wenn das Gesamtsystem durch den Zu-
stand |€)4 beschrieben wird. Es gibt sehr viel mehr solche
Kombinantionen als Produktzustéinde der Form [) 4|¢) 5.
Es erscheint daher plausibel anzunehmen, dafl diese ver-
schrinkten Zustande eher die Regel als die Ausnahme bil-
den.

Die Operatoren, die auf die verschrinkten Zustédnde
wirken, sind Kombinationen der Operatoren auf zu den
einzelnen Zusténden. Es gibt z. B. den Zustand, der einer
Messung des Spins in z-Richtung am System A entspricht

(2)

S, ® 1p.
Der erste Operator wirkt auf den ersten Vektor, der zweite
auf den zweiten Vektor, also
1

(S @ lB)\ﬁ(lﬂA\*)B —|=)al+)B)

(D)) al=)B = (=DI=)al+) 5]

(S: @ 1B)[¢)g

1
V2
1
V2

Wie verhélt sich nun ein solcher verschriankter Zustand,
wenn Messungen vorgenommen werden? Man kann bei-
spielsweise im Zustand |£), den Spin des Systems A in z-
Richtung messen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, fiir
diese Spinkomponente den Eigenwert +//2 zu messen?

Die Bornsche Regel erlaubt es uns, die Wahrschein-
lichkeit zu berechnen fiir das Auftreten eines bestimmten
Ergebnis bei einer Messung des Gesamtsystems. Wenn wir
nun nur die Wahrscheinlichkeit ausrechnen wollen, fiir das
Auftreten von |4)4, so miissen wir die Wahrscheinlich-
keiten berechnen, fiir alle moglichen Meflergebnisse am
Gesamtsystem, bei denen der A-Spin den Wert +7/2 lie-
fert. Eine Moglichkeit dafiir ist, zu berechnen, wie grof3 die
Wahrscheinlichkeit ist, das System im Zustand |+)4|+)5
wiederzufinden, und diese mit der Wahrscheinlichkeit fiir
|[+) a|—) B zu addieren. Dies liegt daran, daf sich die Ereig-
nisse |[+)p und |—) p eine Basis des Spinraums von System
B bilden.

Man berechnet also die Wahrscheinlichkeiten aus der
Bornschen Regel (Axiom 3) und mit Gleichung (2)

() al=) +[=)al+)B)

Py [(+] a{+]51€)g|?

2

'<+|A<+|B%<|+>A|—>B Al )

2

1
- ‘<+|Bﬁ|—>3
= 0

und

P, [(+|a(~151€)g|?
_ \<+A<—B\}§<|+>A|—>B—|—>A|+>B>

2

2

so daf} sich fiir die Wahrscheinlichkeit insgesamt ergibt
1
Pges:P1+P2:§-

Dieses Ergebnis hétten wir auch mit vollig anderen Basis-
vektoren fiir den B-Raum erhalten.

1.9 Dynamik*

In den Axiomen wird bereits geschrieben, da der Ope-
rator, der der Observablen Energie zu geordnet ist, auch
die Grundlage ist, um die Zeitentwicklung eines Systems
zu beschreiben. Sei |4, ¢t = 0) der Zustand eines Systems,
dann gilt fiir den Zustand im Zeitpunkt ¢

Das bedeutet, die Verdnderung der Zustédnde eines Sy-
stems wird durch den zugehorigen Zeitentwicklungsopera-
tor beschrieben. Er ist, gemifl unseren Axiomen gegeben
durch
U, = o iH/R

Der Hamiltonoperator H ist der Operator zur Observablen
Energie. Allgemein kann man an dieser Stelle eine Diffe-
rentialgleichung ableiten, die uns die zeitliche Anderung
eines Zustandes beschreibt:

., 0

Dies ist die sogenannte Schrodingergleichung, die man
aus dem Axiom iiber die Zeitentwicklung abgeleitet hat.
Tatséchlich ist die Schrodingergleichung zu diesem Axiom
dquivalent, hitte man also die Schrédingergleichung an
den Anfang gesetzt, so hitte man den Zeitentwicklungs-
operator daraus ableiten kénnen. In diesem Sinne gibt es
bislang keinen theoretischen Uberbau, der es erméoglichen
wiirde, die Bewegungsgleichungen der Quantenmechanik
abzuleiten.

1.10 Nichtlokalitit: Bellsche Ungleichun-
gen

Die Aussagen der Quantenmechanik haben heftige Kri-
tik ausgeltst, besonders die Konsequenzen der Ver-
schrénkung. Diese sieht ndmlich Kopplungen zweier Teil-
systeme zu einem Gesamtsystem vor, die in beliebiger Ent-
fernung voneinander lokalisiert sind. Ein namhafter Geg-
ner dieser Idee war Albert Einstein. Er hielt es fiir aus-
geschlossen, dafl Systeme iiber weite Strecken unmittelbar

4Mathematisch nennt man die Kombination zweier Vektorridume in der beschriebenen Weise ein Tensorprodukt.



miteinander wechselwirken. Seine Vorstellung war, dafl die
Physik eine lokale Theorie ist, bei der nur die direkte Um-
gebung (in Raum und Zeit) ein Ereignis beeinflussen kann.
Wechselwirkungen breiten sich Einstein zufolge nur mit
Lichtgeschwindigkeit aus.

Die Kopplung zwischen den beiden Spins in der Quan-
tenmechanik ist jedoch instantan, also nicht die Folge ei-
nes Informationsaustausches bei oder nach der Messung.
Deswegen schlug Einstein vor, dafl solcherlei Systeme uns
nur zufillig erscheinen. Tatsdchlich gebe es wverborgene
Variablen, die die Meflergebnisse in alle drei Raumrich-
tungen exakt festlegen. Es wurde sogar ein Gedankenex-
periment von Einstein vorgeschlagen, das unter dem Na-
men FEinstein-Podolski-Rosen-Paradozon berithmt gewor-
den ist und das genau solche Verschrinkungen als wider-
sinniges Ergebnis der Quantenmechanik beschreibt. Ein-
stein schlof} daraus, die Quantenmechanik miisse erweitert
oder verdndert werden, um derartig sinnlose Aussagen zu
vermeiden. Er schreibt selbst kurz vor seinem Tod 1955°:

VU-Funktion ¥y des Systems S5. Der Charak-
ter von ¥y héngt dann davon ab, was fiir eine
Art Messung ich an S; vornehme. Nun scheint
es mir, da} man von dem realen Sachverhalt
des Teilsystems S5 sprechen kann. Von diesem
realen Sachverhalt wissen wir vor der Messung
an S; von vornherein noch weniger als bei ei-
nem durch die W-Funktion beschriebenen Sy-
stem. Aber an einer Annahme sollten wir nach
meiner Ansicht unbedingt festhalten: Der reale
Sachverhalt (Zustand) des Systems Sy ist un-
abhéngig davon, was mit dem von ihm raum-
lich getrennten System S vorgenommen wird.
Je nach Art der Messung, welche ich an S;
vornehme, bekomme ich aber ein andersarti-
ges Uy fiir das zweite Teilsystem (03, U2, ...).
Nun mufl aber der Realzustand von S; un-
abhéingig davon sein, was an S geschieht. Fiir
denselben Realzustand von Sy kénnen also (je

Fiir die weitere Diskussion denke ich mir
zwel Physiker A und B, die beziiglich des durch
die ¥U-Funktion beschriebenen realen Zustan-
des eine verschiedene Auffassung vertreten.

A. Das einzelne System hat (vor der Mes-
sung) einen bestimmten Wert von ¢ (be-
zw. p) fiir alle Variablen des Systems,
und zwar den Wert, der bei einer Mes-
sung dieser Variablen festgestellt wird.
Ausgehend von dieser Auffassung wird
er erkliaren: Die W-Funktion ist keine
erschopfende Darstellung des realen Zu-
standes des Systems, sondern eine unvoll-
stdndige Darstellung; sie driickt nur das-
jenige aus, was wir auf Grund fritherer
Messungen iiber das System wissen.

B. Das einzelne System hat (vor der Mes-
sung) keinen bestimmten Wert von ¢ (be-
zw. p). Der Meflwert kommt unter Mit-
wirkung der ihm vermoge der ¥-Funktion
eigentiimlichen Wahrscheinlichkeit erst
durch den Akt der Messung zustande.
Ausgehend von dieser Auffassung wird
(oder wenigstens darf) er erkldren: Die
U-Funktion ist eine erschopfende Darstel-
lung des realen Zustandes des Systems.

Nun présentieren wir diesen beiden Physi-
kern folgenden Fall. Es liege ein System vor,
das zur Zeit ¢ unserer Betrachtung aus zwei
Teilsystemen S; und S; bestehe, die zu die-
ser Zeit rdumlich getrennt und (im Sinne der
klassischen Physik) ohne erhebliche Wechsel-
wirkung sind. Das Gesamtsystem sei durch
eine bekannte W-Funktion Wi im Sinne der
Quantenmechanik vollstéindig beschrieben. Al-
le Quantentheoretiker stimmen nun im Folgen-
den iiberein. Wenn ich eine vollstéindige Mes-
sung an S7 mache, so erhalte ich aus den Mef}-
resultaten und aus ¥y eine vollig bestimmte

nach Wahl der Messung an S;) verschieden-
artige ¥-Funktion gefunden werden. (Diesem
Schlusse kann man nur dadurch ausweichen,
dal man entweder annimmt, dafl die Mes-
sung an S; den Realzustand von Sp (telepa-
tisch) verdndert, oder aber, dal man Dingen,
die rdumlich voneinander getrennt sind, un-
abhéngige Realzustéinde iiberhaupt abspricht.
Beides scheint mir ganz unakzeptabel.)

Wenn nun die Physiker A und B die-
se Uberlegungen als stichhaltig annehmen, so
wird B seinen Standpunkt aufgeben miissen,
daf} die ¥-Funktion eine vollstdndige Beschrei-
bung des realen Sachverhalts sei. Denn es
wire in diesem Falle unmoglich, dafl demsel-
ben Sachverhalt (von S3) zwei verschiedenarti-
ge U-Funktionen zugeordnet werden kénnten.

Der Zustand zweier verschriankter Teilchen mit Spin
kann in der Quantenmechanik wie oben angegeben (Gl. 2)
aufgeschrieben werden als

€)= % (H)al-)5 — =) al )5},

wobei |£) die Eigenvektoren zu einer festgewiihlten Spin-
richtung sind. Da aber keine Spinrichtung durch den Zu-
stand ausgezeichnet sein soll, zeigt sich, daf} dieser Zustand
dieselbe Form beziiglich jeder beliebigen Koordinatenachse
besitzt.

Der Ausdruck (2) bedeutet: Mifit man den Spin in ei-
ner Richtung an Teilchen A, so wird eine Messung in der
gleichen Richtung an Teilchen B immer den entgegenge-
setzten Spinwert ergeben. Insgesamt kann man aber mit
je 50% annehmen, daB8 A in |+)4 oder |—)4 ist. Dieser
Zusammenhang ist unabhéngig davon wie weit Teilchen
A von B entfernt ist, vorausgesetzt, sie haben einmal den
verschrinkten Zustand |£) angenommen!

Man fafit die moglichen Situationen zusammen, wobei
man annimmt, daf§ ein Beobachter A das System (Teil-
chen) mit Index A beobachten mdge und umgekehrt ein
Beobachter B das Teilchen B beobachte.

5 ALBERT EINSTEIN: Autobiographisches, hrsg. von A. Schilpp, La Salle and Chicago 1979.



1. Wenn A nicht mifit, sind die Ergebnisse von B vollig
zufillig.

2. Wenn A in z-Richtung mifit, sind die Ergebnisse von
B in z-Richtung immer genau entgegengesetzt.

3. Wenn A in z-Richtung mifit, sind die Ergebnisse von
B in z- und y-Richtung vollig zufillig.

Es werden alle moglichen Situationen gezeigt, wenn die
beiden nur in 2z- und z-Richtung messen.

A B
Richtung \ Ergebnis | Richtung \ Ergebnis
Z + X +
Z + X -
Z + Z -
Z - X +
Z - X -
Z - Z +
X + X -
X + Z +
X + Z -
X - X +
X - Z +
X - Z -

Es zeigt sich hierbei, dafl die Wahrscheinlichkeiten des-
sen, was der Beobachter B mifit davon abhingen, ob und
welche Messung A vornimmt. Das Teilchen B ,weif3“ al-
so, was A mifit. Die quantenmechanische Interpretation
dieses Sachverhaltes ist, da eine Messung an einem ver-
schrankten Zustand immer eine Messung am Gesamtsy-
stem bedeutet. Dieses ist nicht zerlegbar in einzelne Tei-
le. Dies ist eine fundamentale Abkehr von der klassischen
Physik, deren Annahme der Lokalitdt in Raum und Zeit
auch eine Voraussetzung fiir die reduktionistische Methode
ist: Nach dem Weltbild der klassischen Physik ist die Welt
verstehbar, in dem man sie in immer kleinere und iiber-
sichtlichere Teile zerlegt. Diese Vorgehensweise hat sich in
der Tat vielfdltig bewéhrt, stofit jedoch in der Quanten-
mechanik an ihre Grenzen. Im iibrigen gab es auch im
Rahmen der klassischen Physik die Erkenntnis, daf§ der
Reduktionismus seine Schwéchen hat. Diese Einsicht ver-
bindet sich mit der Chaostheorie, die jedoch am Beginn
des 20. Jahrhunderts nur in einigen wenigen Féllen ihre
Wirkung zeigte und in ihrer Problematik erst nach 1950
erkannt wurde.

Die Forderung Einsteins, Physik miisse in jedem Fall
eine lokale Beschreibung der Welt ermoglichen, war lange-
zeit als ein rein philosophischer Vorbehalt betrachtet wor-
den. 1964 gelang es jedoch J. S. Bell, aus der Annahme der
Lokalitéit die nach ihm benannten Bellschen Ungleichun-
gen abzuleiten, die eine experimentelle Uberpriifung der
Annahmen Einsteins zulassen. Im Beispiel mit einem Paar
Teilchen, die bei einer Elementarteilchenreaktion erzeugt
werden und deren Gesamtspin Null ist, hat das folgende
Konsequenzen.

Nimmt man an, es konne jedes Teilchen beziiglich sei-
ner Komponenten in z- und z-Richtung klassifiziert wer-
den. Ein Teilchen der Art (z+,z—) ergibt bei Messung
von S, mit Sicherheit 4, bei Messung von S, mit Sicher-
heit -. Dies dndert nichts daran, dafl man immer nur eine

Komponente wirklich messen kann, da in der Messung die
Information iiber die andere Komponente durch den Mef3-
vorgang verloren geht. Da der Gesamtspin von Teilchen A
und B Null sein soll, miissen sich folgende Paare bilden
lassen

A B
($+’z+) A (x—,z—)
(z+,2—) < (z—,24)
(x—,24) < (x+,2—)
(1'7727) — (x+,z+)

Da keine Richtung bevorzugt werden soll, nimmt man an,
daf} diese Teilchenpaare je mit der Wahrscheinlichkeit von
25% auftreten. In dieser Formulierung ist bereits die wich-
tigtse Eigenschaft der Argumantation Einsteins angelegt:
Unter der Bedingung, daf3 jedes Teilchen zu einer der hier
aufgefithrten Klassen gehort, ist das Messergebnis von B
unabhéngig davon, welche Messung A durchgefiihrt hat.
Dies ermdglicht es, auf eine Verbindung der Teilchen zu
einem Gesamtsystem zu verzichten.

Nun kénnen der Beobachter A und B nicht nur in Rich-
tung der Koordinatenachsen messen. Sie kénnen auch in
beliebigen Raumrichtungen messen, wir nennen diese hier
a,b und c. Durch diese drei Raumrichtungen, die nicht
senkrecht aufeinander stehen miissen, konnen die Teilchen
nun wieder charakterisiert werden, zum Beispiel das A-
Teilchen als (a+,b—,c+), was bedeutet, daf eine Spin-
messung in a-Richtung das Ergebnis + liefern wird, eine
Messung in b-Richtung aber das Ergebnis -. Wegen des
Gesamtspins Null mufl auf jeden Fall aber B vom Typ
(a—, b+, c—) sein. Man nimmt nun an, da} man viele Teil-
chenpaare (N Stiick) hat, die so charakterisiert werden
konnen und schreibt jeweils die Anzahl N; < N auf, mit
der dieser Typ Teilchen vertreten ist.

Anzahl  Teilchen A Teilchen B
Ny (a+,b+,¢+) (a—, b—,c )
Ny (a+,b+,c—) (a—,b—,c+)
N3 (a+,b—,c+) (a—,b+,c—)
Ny (a+,b—,c—) (a—,b+,ct)
NE’) (a ab+7c+) (CH*,b*,C )
Ne (a ,b+,C ) (CH—J)—,C-F)
Ny (a—,b—,c+) (a+,b+,c—)
Ng (a—,b—,c—) (a+,b+,c+)

Nimmt man nun an, Beobachter A mifit in a Richtung
ein +, Beobachter B in b-Richtung ebenfalls ein +. Dann
war das entsprechende Teilchen vom Typ 3 oder 4. Die
Wahrscheinlichkeit dieses Meflergebnisses ist

N3 + Ny
P b+) = ——.
(wh,bt) = =25
Da alle N; > 0 sind, gilt
N3 + Ny < (N3 + N7) + (N4 + N2),

damit folgt
P(a+,b4) < P(a+,c+) + P(c+, b+),

die Bellsche Ungleichung.



Diese Ungleichung basiert auf der Klassifizierung der
Zustéande mit festgelegten Eigenschaften. Die Quantenme-
chanik beschreibt das System jedoch anders, ndmlich mit
dem Zustand (2):

_ b
V2

Daraus lassen sich die Wahrscheinlichkeiten, die in der
Bellschen Ungleichung auftauchen, im Rahmen der Quan-
tentheorie berechnen, wie es oben bereits getan wurde (1).
Man nimmt an, a,b, ¢ liegen in einer Ebene. Der Winkel
zwischen der a- und der c-Richtung sei ¢, der zwischen b
und c sei ebenfalls ¢, der zwischen a und b ist dann 2.
Ein Teilchen, das von A 4+ gemessen wurde, ist im Eigen-
zustand |a; +). Wegen der Spinsumme ist das Teilchen B
dann im Zustand |a; —).

¥) (I)al=)s = |=)al+)B)-

1
P(a+,b4) = 3 sin? ()

in Abwandlung von (1). Der Faktor 1/2 trigt der Wahr-
scheinlichkeit Rechnung, dafl A in a-Richtung + mifit. Und

19>.

2
Fiir 0 < 9 < 7 ist die Bellsche Ungleichung im Rahmen

1
P(a+,c+) = P(ct,b+) = 3 sin? <

10

der Quantenmechanik verletzt

)

sin?(9) < 2 (2

).

zum Beispiel fiir ¢ = 7/4

?

0,5<0,3

Dieser Widerspruch wird auch experimentell bestétigt:
Tatséchlich wird dazu meist die Polarisation von Photo-
nen betrachtet, da diese leichter mef3bar ist als der Spin. In
allen Experimenten wurde eine Verletzung der Bellschen
Ungleichung festgestellt. Daraus kann man schlielen, dafl
die Argumenatation, die zur Bellschen Ungleichung fiihr-
te, fehlerhaft ist. Freilich kann man dann an unterschiedli-
chen der gemachten Annahmen zweifeln. Der {ibliche und
verbreitetste Schluf ist die Annahme der Lokalitét zu ,,op-
fern“: Das quantenmechanische System ist nicht zerlegbar,
sondern ein Gesamtsystem. Dies bedeutet aber nicht, dafl
die Teile des Systems auf verborgene Weise miteinander
kommunizierten, wie es die Bohmsche Theorie formulie-
ren wiirde. Vielmehr gibt man die Vorstellung auf, das
System enthalte mehr Eigenschaften, als die Quantenme-
chanik erfaf3t. Das bedeutet, man schriankt die Vorstellung
von objektiv vorliegenden Eigenschaften ein.



